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Пункты заполняющих геодезических сетей обычно определяют встав-

кой одиночных или группы пунктов путём выполнения угловых измерений. 

В настоящее время в связи с широким внедрением в производство свето-

дальномерной техники появилась возможность оперативно и качественно, 

взамен угловых, производить линейные измерения, на которые, как известно, 

внешние условия, центровка и редукция оказывают значительно меньшее 

влияние, чем на угловые. 

В работе предлагается положение пункта заполняющей сети опреде-

лить путём выполнения только линейных измерений. Для сгущения геодези-

ческих сетей путём вставки пункта в жёсткую фигуру на основе линейных 

измерений рассматриваются способы уравнивания полученных результатов. 

Приводится оценка точности определения положения определяемого пункта. 
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Рис.1.  Вставка пункта в твёрдый n-угольник 

Пусть имеем твёрдую фигуру n-угольник, в которой измерены длины 

линий S1, S2, …, Sn: P – определяемый пункт. Без учёта ошибок исходных 

данных каждой измеренной стороне при параметрическом способе уравнива-

ния будет соответствовать одно уравнение погрешностей вида: 

),...,2,1(,sincos nifYXv PiPPiPPipi =+−−= δαδα      (1) 

где  

,"'
PiPiPi SSf −=  

'
PiS  - вычисленное, а "

PiS  - измеренное значение стороны; 

Piα  - дирекционный угол стороны PiS ; 

PP YX δδ ,  – поправки в предварительные координаты точки P, полу-

ченные из решения, например, линейной засечки по сторонам S1 и 

S2. 

Решение уравнений погрешностей выполняется по методу наименьших 

квадратов с соблюдением условия [ ] min=vv (для равноточных измерений 

длин сторон). 

Коэффициенты нормальных уравнений будут: 

[ ] ∑
=

=
n

i
Piaa

1

2 ,cos α  
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[ ] ∑
=

=
n

i
Piab

1
,2sin

2
1

α  

[ ] ∑
=

=
n

i
Pibb

1

2 ,sin α  

[ ] ∑
=

⋅−=
n

i
PiPifaf

1
,cosα  

[ ] ∑
=

⋅−=
n

i
PiPifbf

1
.sinα  

Искомые поправки PXδ  и PYδ  найдутся из решения нормальных урав-

нений: 

[ ] [ ] [ ] ,0==+ afYabXaa PP δδ         (2) 

[ ] [ ] [ ] ,0==+ bfYbbXab PP δδ  

а поправки в измеренные стороны вычисляются по формуле (1). 

Оценку точности положения одиночно определяемого пункта можно 

выполнить по известным в теории ошибок формулам. 

       [ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

,2abbbaa
bbaamM S

−

+
=   [ ] ,

2−
=

n
vvmS      (3) 

где  

Sm  – средняя квадратическая ошибка линейных измерений, 

n-2 – число избыточных измерений. 

Для случая правильного n-угольника выразим коэффициенты при неиз-

вестных через углы γγγγ ==
nn

360,...,, 21  при центральной точке P. 

Примем дирекционный угол стороны PiS  равным нулю )0( 1 =α . Тогда 

получим для уравнений (1): 

;0sin0cos 11 PP
o

P
o

p fYXv +−−= δδ        (4) 

;sincos 22 PPPp fYXv +−−= γδγδ  

 - - - - -  
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.)1sin()1cos( PnPPpn fYnXnv +−−−−= γδγδ  

Коэффициенты нормальных уравнений в этом случае будут иметь вид: 

[ ] ;
2

)1(cos...2coscos0cos 2222 nnaa o =−++++= γγγ     (5) 

[ ]
;0)1sin()1cos(

...2sin2cossincos0sin0cos
=−⋅−+

++⋅+⋅+⋅=
γγ

γγγγ
nn

ab oo
 

[ ] ,
2

)1(sin...2sinsin0sin 2222 nnbb o =−++++= γγγ     

а средняя квадратическая ошибка положения пункта P, согласно (3), найдётся 

по формуле: 

n
mM S2

=            (6) 

Например, для правильного шестиугольника получим 

.28,0 SmM ⋅=  

Рассмотрим коррелатный метод уравнивания. 

Для избыточно измеренных сторон S3, S4, …, Sn запишем условные 

уравнения вида [1,2]. 

;0sincossincos 3323
2

3
2

13
1

3
1

=++







∂
∂

+
∂
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+







∂
∂

+
∂
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PPPP fvv
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Xv

S
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αααα (7) 
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где направления дирекционных углов nααα ,...,, 43  показаны на рис.1 стрел-

ками; 

'" SSfS −= - невязка в длине стороны,  

при этом значения сторон "S  - измеренное, а  'S  - вычисленное по формуле:  

( ) ( ) ,' 22
PiPi YYXXS −+−=   i=3, 4, …, n. 
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Частные производные по измеренным сторонам S1 и S2 найдём путём 

дифференцирования известных формул линейной засечки: 

( ) ( ),21212 YYhXXqXX P −+−+=        (8) 

( ) ( ),21212 XXhYYqYYP −+−+=  

где 

.

,1
2
1

2
2

2

2
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2
2

q
S

Sh

S
S

S
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−





=


















−






+=

 

В результате после несложных преобразований получим, согласно [2]: 

( ) ( )22
2

1
22

1
1

; XX
hS

S
S
YYY

hS
S

S
X

P
P

P
P −−=

∂
∂

−=
∂
∂      (9) 

( ) ( ).; 12
2

2
12

2
2

P
P

P
P YY

hS
S

S
YXX

hS
S

S
X

−−=
∂
∂

−=
∂
∂      (10) 

Полученные выражения можно упростить. Для этого умножим и разде-

лим выражение (9) на S2, а (10) – на S1. В результате получим: 

;
sin
sin

1
2

1 γ
α

=
∂
∂

S
X P  ;

sin
cos

1
2

1 γ
α

=
∂
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S
YP        (11) 

;
sin
sin

1
1

2 γ
α

−=
∂
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S
X P  .

sin
cos

1
1

2 γ
α

=
∂
∂

S
YP  

Подставим найденные частные производные в (7). Получим: 

( ) ( ) ;0
sin

sin
sin

sin
332

1

13
1

1

32 =++
−

+
−

Sfvvv
γ

αα
γ

αα      (12) 

( ) ( ) ;0
sin

sin
sin
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1
14

1
1

42 =++
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Sfvvv
γ
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γ

αα  

  - - - - - - - - 
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Решая эту систему уравнений под условием [ ] min=vv , найдём искомые 

поправки в длины сторон. 

Для правильного, например, шестиугольника примем 

oooooo 120,60,0,300,240,180 654321 ====== αααααα . Тогда условные 

уравнения (12) примут вид: 











=++−

=++−

=+++−

=+++−

.0
;00

;00
;0

6621

552

441

3321

S

S

S

S

fvvv
fvv

fvv
fvvv

           (13) 

а нормальные уравнения будут: 

;023 34321 =+−−+ SfKKKK         (14) 

;002 4421 =++++ SfKKK  

;020 5431 =++++− SfKKK           

.032 64321 =+++−− SfKKKK  

где K – коррелаты. 

Для оценки точности определения положения пункта P найдём обрат-

ные веса 
FxP
1  и  

FyP
1 . 

Весовые функции, согласно (11), будут иметь вид: 

;1vFX −=   .155,1577,0 21 vvFY −=  

Тогда 

[ ] ;1+=XaF  [ ] ;732,1−=YaF  [ ] ;1+=XbF          [ ] ;577,0−=YbF  

[ ] ;0=XcF  [ ] ;155,1+=YcF  [ ] ;1−=XdF          [ ] .732,1=YdF  

Присоединяя эти значения к уравнениям (14) и решая полученную сис-

тему по схеме Гаусса, найдём обратные веса 
FxP
1  и  

FyP
1 . Пример решения 

полученной системы приведён в таблице 1. 
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Таблица 1. 

Вычисление обратных весов по схеме Гаусса 

K1 K2 K3 K4 FX FY 
+3 +1 -1 -2 +1 -1,232 

 -0,333 +0,333 +0,667 -0,333 +0,577 
 +2 0 -1 +1 -0,577 
 -0,333 +0,333 +0,667 -0,333 +0,577 
 +1,667 +0,333 -0,333 +0,667 0 
  -0,200 +0,200 -0,400 0 
  +2 +1 0 +1,155 
  -0,067 +0,067 -0,133 0 
  -0,333 -0,667 +0,333 -0,577 
  +1,600 +0,400 +0,200 +0,577 
   -0,250 -0,125 -0,361 
   3 -1 +1,732 
   -0,100 -0,050 -0,144 
   -0,067 +0,133 0 
   -1,334 +0,667 -1,155 
   +1,499 -0,250 +0,433 
    +0,167 -0,289 
    +1,000 +1,666 
    -0,333 -0,999 
    -0,267 0,000 
    -0,025 -0,208 
    -0,041 -0,125 
    

FxP
1 =0,334 

FyP
1 =+0,334 

 

Средняя квадратическая ошибка определения положения искомого 

пункта P составит: 

 .82,0668,011
SS

FyFx
S mm

PP
mM ±==+=  

Как и следовало ожидать, средние квадратические ошибки положения 

точки P совпадают как при параметрическом, так и при коррелатном спосо-

бах уравнивания. Предпочтение в рассматриваемом примере всё же следует 

отдать параметрическому способу, как более простому, в котором сразу на-

ходятся поправки PXδ  и PYδ  в предварительные координаты. 
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