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Автопоезд, перевозящий низкоплотный груз (например, пакет бревен 

с использованием прицепа-роспуска), имеет высоко расположенный центр 

тяжести [1, 2, 3]. Повороты такого движущегося автопоезда сопряжены с 

опасностью его опрокидывания, что вызывает необходимость двигаться с 

низкой скоростью и соответственно приводит к повышению продолжи-

тельности и энергоемкости перевозок. Для повышения устойчивости авто-

поезда к опрокидыванию ранее нами предложено оснащать автопоезд 

управляемой пневматической подвеской [4]. Подвески с управляемыми 

параметрами широко используются в пассажирских автобусах, автомоби-

лях престижных моделей [5]. В данном случае [4] предлагается оснастить 

автопоезд устройством управления, которое при начале вращения рулевого 

колеса вправо или влево снижает жесткость подвески колес по правому 

или левому борту, соответственно. При этом автопоезд оседает на правый 

или левый борт, и центр тяжести смещается так, что поворот того же ради-

уса может быть преодолен на большей скорости без опрокидывания. 

Для оценки эффекта оснащения автопоезда управляемой пневмати-

ческой подвеской и определения ее оптимальных параметров разработана 
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и исследована математическая модель движения автопоезда на повороте. 

(рис. 1). Моделирование в целом основано на методах классической меха-

ники [6, 7]. В рамках модели необходимо корректно представить тягач, 

прицеп, перевозимый груз (для конкретного примера в качестве груза взят 

пакет бревен) как движущиеся в трехмерном пространстве тела, а также 

подвеску, колеса и опорную поверхность, имеющую определенный рель-

еф. 
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Рисунок 1. Расчетная схема для построения динамической модели  

автопоезда (показаны колеса только левого борта) 
 

Тягач, прицеп и пакет бревен в модели представляются как отдель-

ные абсолютно твердые тела, взаимодействующие между собой и с опор-

ной поверхностью (см. рис. 1). Тела имеют массы mТ, mР и mБ и моменты 

инерции JТ, JР и JБ, соответственно. При этом моменты инерции зависят от 

текущего положения осей вращения и пересчитываются для каждого мо-

мента времени.  

Положение тел в пространстве характеризуется декартовыми коор-

динатами их центров тяжести (xТ, yТ, zТ), (xР, yР, zР) и (xБ, yБ, zБ), а также уг-
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лами отклонения локальной системы координат от общей базовой (φxТ, φyТ, 

φzТ), (φxР, φyР, φzР) и (φxБ, φyБ, φzБ). Движение каждого тела в модели описы-

вается системой дифференциальных уравнений, составленной на базе ос-

новных законов динамики поступательного и вращательного движений: 
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где t – время;  

k – индекс тела (может принимать значения "Т", "Р", "Б"); 

FЛi и FПi – силы, передаваемые от колес через подвеску по левому (ин-

декс "Л") и правому (индекс "П") бортам; 

Fkj – силы взаимодействия тела k с соседними телами j; 

Mi – моменты вышеперечисленных сил относительно оси i. 

Тела взаимодействовали между собой шарнирно (тягач – прицеп), либо 

контактом точки с поверхностью (тягач – пакет бревен, прицеп – пакет 

бревен). Для первых оценочных исследований использовали упрощенную 

модель колеса: пренебрегали деформацией колеса и считали, что измене-

ние расстояния от корпуса до опорной поверхности связано с работой под-

вески. Основная сила (сила опоры) со стороны колеса на корпус тягача или 

прицепа рассчитывалась в приближении вязкоупругого взаимодействия: 
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где i – индекс колеса; 
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zП – вертикальная координата поверхности под колесом, равная коор-

динате нижней точки колеса; 

zК – вертикальная координата точки крепления колеса к корпусу; 

RК – радиус колеса; 

ci, di – коэффициенты жесткости и демпфирования вязкоупругого взаи-

модействия. 

На колеса действуют силы сцепления с покрытием дороги в горизон-

тальной плоскости, причем считаем, что поперечная составляющая сил 

сцепления достаточна для обеспечения устойчивости автопоезда опроки-

дыванию. Кроме того, со стороны ведущих колес действует сила тяги на 

корпус тягача. Перечисленные силы, действуя в комплексе, приводят к пе-

ремещению модельного автопоезда в трехмерном пространстве. На 

начальном этапе исследований использовали ровную горизонтальную 

опорную поверхность, то есть функции fi(t), представленные на рисунке 1, 

были тождественно равны нулю.  

Таким образом, математическая модель представляет собой систему 

дифференциальных и алгебраических уравнений. Для численного интегри-

рования дифференциальных уравнений использовали модифицированный 

метод Эйлера – Коши, который имеет второй порядок точности по отно-

шению к координате и первый порядок точности по отношению к скорости 

[8]. Шаг интегрирования системы дифференциальных уравнений составлял 

Δt = 0,0002 с. Для удобства исследования математической модели и прове-

дения с ее помощью компьютерных экспериментов разработана компью-

терная программа на языке Object Pascal в интегрированной среде про-

граммирования Borland Delphi 7 (рис. 2). Программа предназначена для 

имитационного моделирования движения автопоезда с целью определения 

его динамического поведения и устойчивости на поворотах. 
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Рисунок 2. Форма вывода результатов компьютерного эксперимента 

в программе для исследования устойчивости автопоезда 
 

Компьютерное моделирование с моделью автопоезда проводилось 

следующим образом. В начальный момент времени автопоезд помещался в 

начале координат и некоторое время выдерживался, чтобы динамическая 

система пришла в равновесие. Затем автопоезду сообщалась заданная ско-

рость движения (для приведенных ниже расчетов 60 км/ч) и выдержива-

лась постоянной в течение всего компьютерного эксперимента.  

Через 1 с после начала моделирования начинался поворот передних 

колес тягача в соответствии с графиком управления автопоездом и подвес-

кой (рис. 3). Поворот передних колес продолжался в течение 1 с и достигал 

величины αmax = 200. В этом состоянии передние колеса удерживались в 

течение 2 с, а затем – производился плавный поворот передних колес в ис-

ходное состояние с такой же (по модулю) скоростью поворота. 
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Рисунок 3. Графики управления в процессе компьютерного эксперимента 
углом поворота колес автопоезда α(t) и жесткостью пневматической 

подвески по левому борту cЛ(t) 
 

При таком управлении передними колесами автопоезд совершал 

плавный поворот. По достижении углом α некоторой пороговой величины 

(в данном случае 50) производилось уменьшение жесткости подвески по 

борту, в направлении которого производился поворот (в данном случае ле-

вому). При этом уменьшение жесткости начиналось с некоторой задерж-

кой по времени ΔtЗ по отношению моменту начала поворота автопоезда. 

Снижение коэффициента жесткости от исходного значения cЛ0 до заданно-

го значения cЛ1, а также возврат коэффициента жесткости производились 

по линейному закону в течение промежутка времени ΔtП.  

Рисунок 4 иллюстрирует возможности разработанного метода моде-

лирования: показан неблагоприятный случай опрокидывания автопоезда, 

когда при скорости 60 км/ч радиус поворота слишком мал и ослабление 

подвески по левому борту недостаточно для того, чтобы удержать автопо-

езд в вертикальном положении. 
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Эффективность управляемой подвески в плане удерживания автопо-

езда от бокового опрокидывания существенно зависит от величины сниже-

ния коэффициента жесткости, в частности, от минимального уровня жест-

кости cЛ0. Провели серию последовательных компьютерных эксперимен-

тов, в которых cЛ1 принимал значения 1,0, 0,93, 0,67, 0,57, 0,53, 0,50 от ис-

ходного коэффициента жесткости cЛ0, которое оставалось неизменным для 

подвесок правого борта. Исследовали, как в процессе поворота изменяется 

угол β наклона (отклонения от вертикального положения) тягача и прицепа 

(рис. 5). Верхний график приведен для случая подвески с неизменяемыми 

параметрами и такого угла поворота передних колес (200), при котором 

при скорости 60 км/ч автопоезд находится на грани опрокидывания. Дей-

ствительно, судя по графику β(t), тягач наклоняется на 170, а прицеп – на 

280, а при завершении поворота возвращается в исходное состояние, но 

еще в течение 5 с раскачивается в поперечном направлении.  

Снижение в процессе поворота жесткости по левому борту всего на 7 

% (cЛ1 = 0,93 cП) приводит к существенному уменьшению наклона автопо-

езда при повороте (тягача – всего на 50, прицепа – на 120).  

Наименьший наклон автопоезда происходил при cЛ1 = 0,53 cП и cЛ1 = 

0,53 cП. Амплитуда наклона даже для прицепа не превышает 40.  

Если жесткость cЛ1 составляет половину или менее от исходной 

жесткости cЛ0 = cП, управляемая подвеска вызывает существенное просе-

дание автопоезда по левому борту в самом начале поворота, что приводит 

к опасному наклону тягача (на 220) и прицепа (на 150), т. е. уменьшение 

жесткости более чем в два раза также нецелесообразно. 
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Рисунок 4. Опрокидывание автопоезда в модели при движении с высокой 
скоростью и малым радиусом 
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Рисунок 5. Зависимость углов отклонения тягача (толстая линия)  
и прицепа-роспуска (тонкая линия) от времени в процессе поворота  

автопоезда 
 

Таким образом, в рамках настоящей работы на основе модели пово-

рота автопоезда, оснащенного управляемой пневматической подвеской, 
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изучено влияние величины изменения жесткости подвески. Коэффициент 

жесткости управляемой подвески достаточно снижать всего на 5–10 % для 

того, чтобы наклон автопоезда на поворотах уменьшался в 2–3 раза.  
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