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Состояние любой экономической системы зависит 
от значений ее параметров, как в текущий период, 
так и в предыдущие моменты времени. Поэтому в 
процессе оптимизации управления производством 
необходимо учитывать данную особенность разви-
тия рассматриваемых систем. Важнейшей задачей 
экономических исследований является  установле-
ние равновесной цены. Наиболее приемлемы для 
решения данной задачи гистерезисные преобразо-
ватели, формальное описание которых основано на 
их операторной трактовке. Однако, в настоящее 
время при анализе функций спроса и предложения 
используется, как правило, паутинообразная мо-
дель и ее аналоги. В данной статье рассматривает-
ся нерешенная проблема оптимизации производ-
ства продукции при условии гистерезисного цено-
образования и конкуренции. Учитывая, что основ-
ным методом анализа современных экономических 
систем, обладающих гистерезисными свойствами, 
является их математическое моделирование, в ста-
тье рассматриваются различные модели ценообра-

The state of any economic system depends on the 
values of its parameters, both in the current period 
and at previous times. Therefore, in the process of 
optimization of production management, it is neces-
sary to take into account this feature of the develop-
ment of the systems under consideration. The most 
important task of economic research is the establish-
ment of an equilibrium price. The most suitable hys-
teresis converters for solving this problem, the formal 
description of which is based on their operator inter-
pretation. However, at present, when analyzing the 
functions of supply and demand, a cobweb-like mod-
el and its analogues are used, as a rule. This article 
discusses the unresolved problem of optimizing pro-
duction under conditions of hysteresis pricing and 
competition. Taking into account that their mathe-
matical modeling is the main method of analyzing 
economic systems with hysteresis properties, differ-
ent pricing models (discrete and continuous) are con-
sidered in the article, as well as economic and math-
ematical tools for optimizing production activity un-

                                           
∗ Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 16-06-00028 «Оптимизация управле-
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зования (дискретные и непрерывные), а также 
предложен экономико-математический инструмен-
тарий оптимизации производственной деятельно-
сти в условиях гистерезисного ценообразования. 
Разработанные модели могут быть использованы 
для повышения адекватности математической 
формализации соответствующих систем, что явля-
ется основой для более точных прогнозов их раз-
вития. В условиях гистерезисного ценообразования 
алгоритмы оптимизации производства позволят 
формировать оптимальные (с точки зрения полу-
чения максимальной прибыли) ценовые и произ-
водственные стратегии развития современных эко-
номических систем 

der hysteresis pricing conditions. The developed 
models can be used to increase the adequacy of the 
formal mathematical description of the corresponding 
systems, which is the basis for more accurate fore-
casts of their development. In the conditions of hyste-
resis pricing, production optimization algorithms will 
allow to create optimal (in terms of achieving maxi-
mum profit) price and production strategies for the 
development of economic systems 
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Введение. Свойства экономических систем с гистерезисом суще-

ственно отличаются от систем, обладающих функциональными нелиней-

ностями [2]. Объясняется данная особенность нелинейной структурой и 

сложностью пространства состояний различных гистерезисных преобразо-

вателей, которые трактуются как операторы, определённые на функцио-

нальных пространствах.  

От своего исходного состояния они зависят, как от параметра. Дина-

мику развития экономических систем можно описать двумя соотношения-

ми: состояние-выход и состояние-вход, используя при этом современные 

информационные системы [4] и инструментарий функционально-

структурного моделирования [5]. Помимо этого, математические модели 

различных гистерезисных преобразователей, обычно, не являются гладки-

ми, а это повышает трудность применение традиционных классических 

методов и подходов к исследованию соответствующих систем [19].  

Работ, в которых гистерезисный механизм ценообразования получил 

бы должное описание на математическом уровне, не так много, так как в 

большинстве работ по данной проблематике он описан на эвристическом 

уровне [7]. Например, гистерезисный характер ожидаемого спроса в зави-

симости от реального соотношения покупательской способности и цены 
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товара. Однако, при этом отсутствуют математические модели, описыва-

ющие это отношение. Поэтому актуальность статьи обусловлена тем, что в 

ней рассматривается нерешенная проблема оптимального функционирова-

ния предприятий, производящих товар, в условиях конкуренции и гистере-

зисного ценообразования [9].  

Постановка и решение задачи. Целью решения задачи является 

разработка аналитических и численных методов анализа моделей эконо-

мических систем и процессов, включающих в себя гистерезисные свой-

ства. Разработанные модели и методы анализа экономических систем с ги-

стерезисными свойствами могут быть использованы для повышения адек-

ватность формального математического описания соответствующих си-

стем, что является основой для более точных и адекватных прогнозов 

[8,14] и методов защиты от рисков [11]. А именно, в условиях гистерезис-

ного ценообразования алгоритмы оптимизации деятельности производства 

позволят формировать с точки зрения достижения максимальной прибыли 

оптимальную ценовую и производственную стратегии [6], осуществить 

интеграцию эффективно работающих наукоемких производственных ком-

плексов, которые внесут существенный вклад в обеспечение экономиче-

ской и оборонной безопасности [13]. Для решения рассматриваемой задачи 

целесообразно использовать методы математического моделирования, по-

токовые модели [3], а также операторную трактовку гистерезиса. Можно 

отметить две принципиально разные ситуации, возникающие при изучении 

гистерезисных явлений. Основная задача в первой ситуации – это создать 

удобный и простой алгоритма построения выхода по заданным внешним 

воздействиям. При этом входы, как правило, имеют достаточно простую 

структуру, например, кусочно-линейную. Вторая задача – основная для 

теории регулирования [10]. Она возникает по причине того, что изучаемый 

объект является звеном более сложной системы и не может рассматривать-

ся изолированно. Тогда трактовка гистерезисной нелинейности можно 
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представить следующим образом – это оператор или совокупность опера-

торов, определённых на достаточно богатом функциональном простран-

стве. Так как в работе рассматривается данный случай, то далее приведено 

описание гистерезисных нелинейностей. Приведем описание двухпозици-

онного реле с пороговыми числами α  и β  )( β<α , пространство состояний 

оператора является пара чисел {0,1}. ],,[ 0xR βα  устанавливает связь между 

входом ],0[)( TCtu ∈  и переменным выходом }1,0{)( ∈tx : 

)(],,[)( 0 tuxRtx βα=  .                                                                              (1) 

Начальное состояние 0x  преобразователя (1) удовлетворяет услови-

ям: если α≤)0(u , то 00 =x ; если β≥)0(u , то 10 =x ; если β<<α )0(u , то 

00 =x  или 10 =x . Выход )(tx  )0( Tt ≤≤  совпадает с переменным состоя-

нием преобразователя R  и определяется соотношением: 

0

1 1 1

1 1 1

0, if ( ) ,

1, if ( ) ,

, if ( ) ( , ) for all [0, ],

( ) 0, if ( ) ( , ) provided that

[0, ) & ( ) & ( ) ( , ) for all ( , ],

1, if ( ) ( , ) provided that

[0, ) & ( ) & ( ) ( , ) for all ( , ]

u t

u t

x u t

x t u t

t t u t u t t

u t

t t u t u t t

α
β

τ α β τ
α β

α τ α β τ
α β

β τ α β τ

≤
 ≤
 ∈ ∈
= ∈

∈ = ∈ ∈
∈

∈ = ∈ ∈






            (2) 

Уравнение следующего вида: 

0),( =uxf                                                                                             (3) 

характеризует кривую H , которая делит плоскость на две части. 

Пусть в нижней части функция ),( uxf  принимает положительные 

значения, а в верхней - отрицательные. Изучим уравнение  

),( uxf
dt

dx =                                                                                          (4) 

с медленным управлением ).( tuu =   

При 0)( utu ≡ , уравнение (4) описывает движение точки по верти-
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кальной прямой 0uu = . Состояния равновесия – это точки пересечения 

прямой 0uu =  и кривой H . Исходя из этой информации возможно каче-

ственное описание поведение решения )( tx  уравнения (4) при медленно 

меняющемся управлении )()( 0tttu ≥ . После короткого временного 

промежутка точка })(,)({ txtu  попадает, в такую малую окрестность 

или точки }])([,)({ 1 tutu γ , или точки }])([,)({ 2 tutu γ , что ее можно 

считать совпадающей с данными точками. Предположим что α<)( 1tu  и 

])([)( 111 tutx γ≈ ; тогда при дальнейших значениях ),( 21 ttt ∈  когда 

α<)( tu , точка })(,)({ txtu  не покидает малую окрестность кривой 1H , 

равенство ])([)( 1 tutx γ=  будет выполненным. Когда α=)( 2tu  и )( tu  

в точке 2t  увеличивается, то за временной интервал где, )( tu  мало меня-

ется точка })(,)({ txtu  попадет уже в малую окрестность кривой 2H , то-

гда выполняется равенство ])([)( 2 tutx γ= . Из дальнейших рассужде-

ний, вытекает описание решения )( tx , совпадающее с описанием неиде-

ального реле, пороговые числа которого α  и β , если 1H  совпадает с полу-

прямой )(0 α<= ux , а 2H  - с полупрямой )(1 β>= ux . 

Результаты. Чтобы описать ценообразование зачастую используют-

ся паутинно-образная модель в системах с дискретным временем, или 

уравнение вида (5) в моделях с непрерывным временем:  

)),()(( pDpSp −= γ&                                                                                      (5) 

где p – цена, S(p) и D(p) – функции спроса и предложения. Единственное 

стационарное решение уравнения (1) абсолютно устойчиво и быстро до-

стигается при традиционных представлениях о функциях спроса и пред-

ложения. Подчиним модель ценообразования следующей системе:  

( , )p f u p=& ,                                                                                              (6) 

( ( ) ( ))u S p D p= γ −& .                                                                                  (7) 
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Линия уровня функции ( , ) 0f u p =  имеет S-образную форму. Если 

рассматривать уравнение (6) изолированно, считая ( )u t  управляющим па-

раметром, то его динамика допускает следующее качественное описание. 

Пусть 2p - левый корень уравнения 2( , ) 0f u p = , и 1p правый корень уравне-

ния 1( , ) 0f u p = . Цена будет практически не изменой, если решение *p  

уравнения S(p)=D(p) будет удовлетворяет следующему условию *
1 2[ ; ]p p p∉ , 

то у системы (6)-(7) будет единственное устойчивое решение. При условии 

*
1 2[ ; ]p p p∈ , система будет иметь устойчивый цикл, соответствующий цик-

лическому изменению цен в окрестностях неустойчивого положения рав-

новесия. Таким образом, можно установить зависимость циклического из-

менения цен от выбора функции ( , )f u p . Ранее производственная модель 

формировалась либо в терминах производственных функций, либо аппрок-

симировалась линейными звеном с передаточными функциями 1-2 порядка 

[18]. В настоящей статье формулировка производственной модели выгля-

дит следующим образом: пусть U темп производства, z – количество това-

ров у производителя. Тогда для описания динамики изменения количества 

товара у производителя введем следующее уравнение:  

( )
S

z U NQ
p

= −& ,                                                                                      (8) 

где N – количество потребителей; S — доход потребителей; ( )
S

Q
p

 – функ-

ция спроса, конкретный вид которой будет определён ниже.  

За V обозначим количество товаров у потребителей, а k – коэффици-

ент склонности к потреблению. Тогда динамика изменения :  

( )
S

V NQ kV
p

= −&  .                                                                                 (9) 

Определим функцию спроса следующим образом:  
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,
S

p
aq

p

S
Q −=








                                                                                    (10) 

где q – максимальная потребность в продукте одного человека в единицу 

времени.  

Как только цена возрастает, функция спроса падает и при p = pcr по-

требители отказываются от приобретения товара [12]. Величина pcr = Sq/a. 

Мерой эластичности функции спроса по цене является параметр a. Отсю-

да, можно сделать вывод, что функция спроса, определенная видом (10) – 

это пороговая функция (то есть, Q(S/p) = 0 при p ≥ pcr) и ей присуще свой-

ство насыщения. Теперь определим функцию предложения ( , )D p z : 

.),(
crp

p
zzpD =                                                                                    (11) 

Прибыль производителя на конечном временном интервале [0;T] 

можно определить соотношением (12), при этом 0p   – это себестоимость 

производства единицы товара, а k – коэффициент затрат на хранение:  

0 1
0

( ) ( ) .
T S

J T NpQ Up k z dt
p

 
= − −∫  

 
                                                          (12) 

Предполагается, что максимальный темп производства имеет огра-

ничения, связанные с технологическими ограничениями ,00 UU ≤≤ 0U  – 

максимальный темп производства [16]. Тогда задача сводится к задаче оп-

тимального управления: необходимо определить такой темп производства, 

при котором функционал (12) достигнет максимального значения, а систе-

ма будет описана дифференциальными уравнениями (6)-(9) и алгебраиче-

скими соотношениями (10), (11). Решение данной задачи представим по-

средством стандартных методов теории оптимального управления. Функ-

ция Гамильтона имеет вид: 
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0 1 1 2

3 4

( , ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

S
H NpQ Up k z f p u S p D p

p

S S
U NQ NQ kV

p p

λ λ

λ λ

 
= − − + + − + 

 

   
+ − + −   

   

                              (13) 

В силу принципа максимума Л.С. Понтрягина оптимальный темп 

производства будет определяться соотношением: .maxarg HU
U

=∗ Так как 

функция Гамильтона линейна по U , то оптимальный темп производства 

будет равен: 







<

≥
=

,03,0

,03,0*
pif

pifU
U

λ

λ
                                                                          (14) 

Отсюда можно сделать вывод, что оптимальный темп производства 

представляет собой релейную функцию [17]. Сопряженные переменные 

удовлетворяют следующим уравнениям: 

.4

,3

,2

,1

V

H
z

H
u

H

p

H

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

λ

λ

λ

λ

&

&

&

&

                                                                                            (15) 

На сопряженные переменные накладываются граничные условия, так 

как изучаемая задача является задачей со свободными концами: 

).4,3,2,1(0)( == iTiλ                                                                              (16) 

Система, состоящая из уравнений, (6)-(11), (14), (15) замкнута. При 

проведении численного анализа были рассмотрены следующие параметры: 

γ = 2, 5,0=k , 1 0,6k = , 5=S , 10=q , 10=N , 30 =U , 20=T . Результаты 

проведенных расчетов показывают, что фазовые переменные в установив-

шемся режиме совершают слабые колебания в окрестности неустойчивого 

положения равновесия. Причиной этого является гистерезисное поведение 
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цены.  

Организация управления и моделирование процесса производства и 

потребления продукции - это важной задача экономической стратегии [20]. 

Одно из значимых направлений в исследовании экономических процессов 

является исследование поведения экономических агентов в окрестности 

состояния равновесия. Отметим, что состояние экономической системы  в 

некоторый момент времени зависит как от фиксированных значений пара-

метров, так и от их значений в предыдущие моменты времени [1]. Такое 

поведение характерно для преобразователей гистерезисной природы. Вве-

дем ],,[ 0xR βα для обозначения двухпозиционного реле с пороговыми чис-

лами α и β. Приведем описание частного класса преобразователей Прейса-

ха, для которых выполняется условие { }, , :Dα β α β α β≡ < . Тогда необходимо 

определить на полуплоскости ,Pα β  меру µ  следующим равенством: 

( , )d d dµ λ α β α β= .                                                                                (17) 

Пусть ψ  – это класс ограниченных функций, которые заданы на не-

отрицательной полуоси и удовлетворяют условию Липшица с коэффици-

ентом, равным единице. Также необходимо ввести множество ψΩ  скаляр-

ных функций ),( βαω , заданных на полуплоскости { }, , :Pα β α β α β≡ < : 





−≤+
−>+

=
),(,1

),(,0
),(

αβψβα
αβψβα

βαω
if

if
                                                         (18) 

где ψνψ ∈)( , множество ψΩ  – пространство возможных состояний преобра-

зователя Прейзаха.  

Зададим произвольный элемент ψβαω Ω∈),(0  и допустимым, что для 

преобразователя Прейзаха ( , )H ξ , с начальным состоянием ),(0 βαω , все не-

прерывные входы 0),( ≥ttu , удовлетворяющие равенству )0()0( 0ψ=u , где 

),(0 βαω  и )(0 νψ  связаны соотношением (18). Вход определяется соотноше-

нием: 
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[ ] [ ]0 0( ( ), ( ), ) ( ) ( ) ( , , ), ( ), ( ) ( )t H u t R u tω α γ β γ ω γ ω α β γ α γ β γ= = ,               (19) 

где γ - параметр, ,Pα βγ ∈ . 

А выход:  

0( ) ( , , ) ({ , }: [ ( , ), , ] ( ) 1)t t d R u t
α β

ξ ω α β µ µ α β ω α β α β
≤

= = =∫  .                          (20) 

Используем модификацию описанных выше преобразователей для 

составления  модели потребительского спроса. Пусть функция спроса P(t) 

в момент времени t зависит только от цены c(t). Тогда отношение каждого 

покупателя к товару определяется посредством функции ))(( tcR :  









<<
≥
≤

=
).()()(,01

),()(,0

),()(,1

))((

ttctifor

ttcif

ttcif

tcR

βα
β
α

                                               (21) 

Когда товар покупается, то функция ))(( tcR  равна единице, в против-

ном случае нуль. Функцию ))(( tcR  определена как  выход некоторого пре-

образователя ]),(),([ 0RttR βα , аналогом которого является неидеальное реле 

с инверсией пороговых чисел βα , , на вход которого подается сигнал 

( )( 0)c t t ≥ . Также возможно учитывать изменение отношения к товару поку-

пателем с течением времени, так как пороговые числа )(tα и )(tβ  зависят от 

времени. Обозначая iγ  темп покупок i -го потребителя )2,1( ni K= ,  систе-

ма из n   потребителей принимает вид: 

0( ( )) [ ( ), ( ), ] ( )i i i iP c t R t t R c tγ α β=∑ .                                                            (22) 

В непрерывном случае функция продаж представляет собой аналог 

преобразователя Прейзаха с инверсией единиц и нулей: 

∫
≤

=
βα

µβαω )()),(),(())(( tdttttcP ,                                                           (23) 

где  

0 0( ( ), ( ), ) [ ( , )] ( ) [ ( , ), ( , ), ( )] ( )t t t H c t R t t R c tω α β ω α β α γ β γ γ= = , ,Pα βγ ∈ .   (24) 
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Непрерывный аналог неидеального реле учитывает возможные из-

менения индивидуальных отношений потребителя к товару. В модели  это 

отражается посредством зависимости меры µ  от времени. Равновесие в 

рыночных механизмах возможно в том случаи, когда спрос и предложение 

равны и осуществляется эффективное распределение ресурсов. Решение 

этой задачи базируется на модели потребительского спроса, которая учи-

тывает его инертность и возможность структурных изменений. В рассмот-

рении участвует исключительно монотоварный рынок, главной особенно-

стью которого, является то, что купля-продажа различных товаров проис-

ходит напрямую между потребителями и производителями. В момент вре-

мени n рыночный товар продается по цене cn; поведение всех потенциаль-

ных потребителей формализуется с помощью функции спроса P(c), кон-

кретный вид которой должен определять преобразователь; описать пове-

дение производителей можно посредством функции предложения товара 

g(c) (ниже будет приведен ее аналитический вид). Необходимо отметим, 

что изменений функций предложения и спроса происходит за гораздо 

большее время по сравнению с временем, требующемся на изменения це-

ны [21]. Предполагается, что производители предлагают товар по цене сn-1, 

которая была у него раньше (в момент времени n-1), а продают его  уже 

измененной во времени цене сn. Потребители, однако, готовы купить то-

вар, по предыдущей цене P(сn-1) и готовы заплатить за него именно преды-

дущую цену сn-1. Тогда равновесие предложения и спроса определяется со-

отношением: 

1 1 1( ) ( )n n n nc q c c q c− − −= .                                                                               (25) 

Основываясь на работы Г.С. Поспелова, определим функцию: 

( ) ( )∫
−

=−

sc

n

n

dttpg
/

1

1

,,
ν

λλξ ,                                                                                 (26) 

где t – соответствует изменению производственных мощностей, другими 
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словами  "медленное время, а n – дискретное «быстрое время», отвечает 

процессам связанным с  изменением цены, ( )t,λξξ =  – гладкая функция 

распределения мощностей по технологиям производства. 

В режиме особого экспоненциального роста динамики новых техно-

логий с темпом γ: 

( ) ( )( ) ( )0
0

τγµγτ −+= teMtI                                                               (27) 

с начальным распределением мощностей ( )0,τλξ , и функцией предложения 

( )tpg ,  при ττ ≤≤ t0 . 

Покажем, что: 

( ) ( )
( )/

1
1

, 1n
n

s
g с t M t

с

γ µ µ
ν

+

−
−

  
 = −  
   

.                                                            (28) 

Обозначим: 

( )
, 1, ( )

( )n
n

s M t
x A t

p P c

ν γ µα
µ
+= = ≥ = ,                                                       (29) 

где P(с) определим как выход в момент t = 1 преобразователя, на вход ко-

торого подается сигнал: 

1( ) (1 )n nt tc t cφ −= + − ,                                                                                   (30) 

другими словами линейная функция, соединяющая предыдущее и нынеш-

нее значение цены. 

Следовательно: 

)1()( 11
α

−− −= nnn xxtAx .                                                                               (31) 

Исходя из предположения, что наилучшая технология неубыточна 

/ 1n nx s cν= ≤ . Тогда получаем 10 ≤≤ nx . Чтобы перевести отрезок [ ]1,0  в себя 

посредством отображение (31), необходимо  и достаточно: 

( )
)(

)1(
)(0

/1

α
α

α αα

MAtA =+≤≤
+

 .                                                               (32) 

Дискретная динамическая система, в которой специфическое (мед-

ленное) время t  служит параметром, определяется отображением (31). 
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Модель ценообразования описанная выше ),,(1 αAxfx nn =+ , где 

)1(),,( αα xAxAxf −= , способна по заданному начальному условию 0x  одно-

значно определить бесконечную траекторию KK ,,,, 10 nxxx . Учитывая ги-

потезу о разделении времен, изучим асимптотическое (при ∞→n ) поведе-

ния цены. 0=x - является неподвижной точкой динамической системы (31) 

при всех 1,0 ≥≥ αA . При иных значениях параметров 1,1 ≥≥ αA  суще-

ствует еще одна неподвижная точка αα /1)/11(),( AAxp −= , соответствующая 

равновесной цене. Единственная траектория, где прогноз цены производи-

теля и потребителя совпадает с реализацией и производство согласовано со 

спросом, определяется точной ),( αAx p .  

Проведем анализ зависимости увеличения параметра A  и асимпто-

тического поведения траекторий динамической системы (31). Когда 

10 <≤ A , то вне зависимости от начального условия  0x  траектория системы 

(31) стремится к 0. Бифуркация происходит при A=1, в результате непо-

движная точка 0x =  становится неустойчивой, и рождается устойчивая 

(при A , близких к 1) неподвижная точка ),( αAx p . В работе установлена за-

висимость эффективного использования органом управления экономиче-

ских ресурсов от параметров устойчивости рыночных отношений, в пред-

ставленной модели они определяются параметрами )(,),(),( 21 ααα ∞AAA K . 

При увеличении предложений продукции диапазон устойчивости традици-

онных рыночных механизмов уменьшается, что согласуется с представле-

нием экономистов о перегретой экономике.  

Обобщим результаты, полученные ранее: предположим, взаимодей-

ствие производителя и посредника, который в свою очередь, продает товар 

конечному потребителю. В данных условиях задача является многокрите-

риальной, так как целью и потребителя, и посредника является максимиза-

ция своего дохода. Основными параметрами, при рассмотрении многокри-

териальной задачи о производстве, потреблении и сбыте товара при нали-
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чие посредника, являются следующие: Z1(t), Z2(t), Z3(t) – количество товара 

у производителя, посредника и потребителя. Темп производства определим, 

как U(t). P1(t), P2(t) – количество продаж в единицу времени производителем 

и посредником. k1 – коэффициент потребления, k2 – коэффициент затрат на 

хранение единицы товара производителя, k3 – коэффициент затрат на хра-

нение единицы товара посредника, c1(t), c2(t) - цена единицы товара у про-

изводителя и посредника. Изменения введенных величин можно описать 

следующей системой уравнений: 

11 PUZ −=& ,                                                                                                 (33) 

212 PPZ −=& ,                                                                                                 (34) 

323 kZPZ −=& ,                                                                                               (35) 

)( 11111 cbaZP −= ,                                                                                         (36) 

)( 22222 cbaZP −= ,                                                                                      (37) 

где 2211 ,,, baba - положительные постоянные. 

Функционал определяющий прибыль:  

max)(
0

121111 →−−= ∫
T

dtZkUkPcJ ,                                                          (38) 

max)(
0

2311222 →−−= ∫
T

dtZkPcPcJ  .                                                         (39) 

Выразим взвешенный доход J(t) учитывая введенные обозначения:  

21 )1()( JJJ ααα −+= ,                                                                              (40) 

.max)

2()(

2322

0

22231211111

→+−

−+−−−−= ∫

dtZkPc

PcZkZkUkPcPcJ
T

αα

αα
                                 (41) 

Применив принцип максимума Л. С. Понтрягина и составив функцию 

Гамильтона, получим: 

)()()(

2

3232121123

2222231211111

kZPPPPUZk

PcPcZkZkUkPcPcH

−−−−−−+
+−+−−−−=

λλλα
αα

,                           (42) 
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>+
≤+

=
.0,

,0,0

110

11*

kU

k
U

λ
λ

                                                                               (43) 

Уравнение для сопряженные переменные имеют вид: 

3
3 2 2

2 2 2

(1 )
0, (1 )

k
c

a b c

αλ λ α −= = − −
−

& & ,                                                          (44) 

111

2
1

222

3
21 )21(

)1(
)1(

cba

k
c

cba

k
c

−
+−+

−
−−−= ααααλ& ,                                  (45) 

0)()()( 321 === TTT λλλ .                                                                         (46) 

Из (45) максимизируя по c1 и c2: 

1

112*
1 2)12(2 b

a
c +

−
−=

α
λλ

,                                                                               (47) 

2

223*
2 2)1(2 b

a
c +

−
−=

α
λλ

  .                                                                              (48) 

При α=0,5 частное решение выглядит следующим образом:  

max)(
0

121111 →−−= ∫
T

dtzkukpcJ ,                                                             (49) 

max)(
0

2311222 →−−= ∫
T

dtzkpcpcJ  .                                                         (50) 

Определим взвешенный доход J(t): 

max)(
0

231212212 →−−−=+= ∫
T

dtzkzkukpcJJJ .                                        (51) 

Гамильтониан принимает вид: 

)()()( 323212112312122 kzppppuzkzkukpcH −−−−−−−−−= λλλ .         (52) 

Тогда решение: 

03 =λ&                                                                                                       (53) 

222

3
22 cba

k
c

−
−=λ&                                                                                     (54) 

111

2

222

3
21 cba

k

cba

k
c

−
+

−
−=λ&                                                                      (55) 
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1 1*

0 1 1

0, 0,

, 0

k
U

U k

λ
λ
+ ≥

=  + <
                                                                                  (56) 

1 2*
1 *

1max 1 2

0, 0,

, 0
c

c

λ λ
λ λ

− <
=  − ≥

                                                                              (57) 

2

223*
2 22 b

a
c +−= λλ

 .                                                                                  (58) 

Рассмотрим функционал    

min)1()( 21 →−+= JJJ ααα .                                                                  (59) 

),( αtZ ∗ , ),( αtc∗  оптимальное решение (54)-(59), в условиях гладкой 

зависимости функционала от параметра α:  

∫ −+= ∗∗∗
ft

tctzftctZfJ
0

**
21 )),(),,(()1()),(),,(( αααααα  .                               (60) 

Из условия  0=
αd

dJ
: 

* * *1 1 2
1 2 2

0

* *1 2 1 2
1 2

0

( ) ( * * ) (1 ) * *

( ) ( (1 ) ) ( (1 ) )

f

f

t

t

df df dfdJ df
f f Z Z f Z c t

d dZ dc dZ dc

df df df df
f f Z c dt

dZ dZ dc dc

α α α

α α

α α
α

α α α α

 = − + + + − + ∂ =  

 = − + + − + + −  

∫

∫

& &

&
&

   (61) 

Так же: 

fffH λαα +−+= 21 )1(  .                                                                            (62) 

Если траектории оптимальны, то: 

0;
dH dH

dс dZ
λ= = −& ,                                                                                     (63) 

тогда:  

0)1( 21 =+−+ сffсf &&& λαα ,                                                                        (64) 

))1(( 21 ZZZ fff &&&& λααλ +−+−= ,                                                                   (65) 

ccc fff &&& λαα −=−+ 21 )1( ,                                                                            (66) 

ZZZ fff &&&& λλαα −−=−+ 21 )1(  .                                                                     (67) 
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Подставим (66) и (67) в (61) 

*
* *

1 2

0

* * *
1 2

0

*
1 2

0

( ) ( ) (

( ) ( * * )

( )

f

t

f

t

c c

f

Z c

t

dJ
f f Z f c f dt

d

f f Z f Z f c dt

df
f f Z dt

d

α α

α α α

α

λ λ λ
α

λ λ

λ λ
α

 = − + − − + − = 

 = − − − + = 

 = − − −  

∫

∫

∫

& &&&
&

& &&& &
&

&&

                                      (68) 

Преобразуем второе слагаемое (68): 

* * * *
0

0 0 0

* * * *

0 0

*
1 2

0

|

( ) (0) (0) (0)

( ) ( (0), (0))

f f f

f

f f

f

t t t
t

t t

f

t

d
Z dt Z d Z Z dt

dt

d
Z t Z Z dt Z fdt

d

dJ df df
f f dt Z

d d d

α α α

α α α

α

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
α

λ λ λ
α α α

− = − = − + =

= − + + = +

 = − + − +  

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

&& & &

& & &

&

                             (69) 

При 0=
dt

dJ
, выполняется равенство: 

))0(),0(()),(),((
0

***
2

**
1∫ −=−

ft

ZdtcZfcZf λα
&  .                                             (70) 

Заключение. В ходе исследования была построена математическая 

модель для решения многокритериальной задачи о производстве, хранении 

и сбыте продукции при условии конкуренции критериев исходя из условий 

интересов посреднических и торговых организаций. Также было получено 

численное решение для сформулированной задачи. Удалось установить за-

висимость взвешенного функционала прибыли от параметров для много-

критериальной задачи. Предложенный численный алгоритм позволяет 

находить оптимальное решение задачи о производстве, потреблении и 

сбыте товара при наличии посредника. 

Как показали результаты моделирования, учет гистерезисных 

свойств существенно усложняет анализ разнообразных экономических си-

стем [15]. Это объясняется тем, что выход гистерезисного звена зависит не 
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только от значения входа в некоторый момент времени, но и от состояния 

гистерезисного преобразователя и значении входа в предыдущий момент 

времени. Экономические системы обладают схожими свойствам, поэтому 

использование аппарата гистерезисных преобразователей для анализа их 

динамики представляется уместным и оправданным [22].  

Одним из результатов работы является разработка метода исследо-

вания динамики ценообразования в условиях гистерезисного поведения 

экономических агентов. Предложенная модель на формальном уровне, 

учитывает инерцию потребительского спроса, что позволяет повысить 

адекватность математического моделирования потребительского поведе-

ния. Традиционно, поведение отдельного потребителя (а также их одно-

родных групп) моделировалось посредством функции полезности, что не 

позволяло учесть склонность потребителей покупать «известный» ему то-

вар. Следующий результат касается разработки модели оптимальной про-

изводственной стратегии в условиях гистерезисного ценообразования. В 

частности, на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина получены 

условия, обеспечивающие максимизацию прибыли производителя на мо-

нотоварных рынках.  
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