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Введение 

На сегодняшний день существует несколько подходов описания 

процессов растекания капель по горизонтальным поверхностям. Подобная 

неоднозначность объясняется тем, что на линии трехфазного контакта 

прямой гидродинамический подход не всегда дает удовлетворительные 

результаты, а в некоторых случаях приводит к сингулярности получаемых 

решений. 

Один из способов регуляризации решений состоит в исследовании 

процесса растекания жидкой фазы по смоченной поверхности или пленке 

[1-3]. При этом авторы подобных исследований оправдывают такой способ 

описания тем, что при растекании хорошо смачивающей жидкости по 

твердой фазе на последней из-за адсорбции паров может возникать тонкая 

пленка. Другие [4-6] объясняют появление пленки наличием микрошеро-

ховатостей и микротрещин, по которым жидкость распространяется 

гораздо быстрее благодаря капиллярным эффектам.  
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1. Постановка задачи 
В данной работе будем предполагать, что твердая фаза в системе газ–

жидкость–подложка, остается сухой вплоть до линии контакта трех сред. 

При таком подходе в случае изотермического растекания роль 

главенствующей из движущих сил играет расклинивающее давление [7-9]. 

Выбор такого подхода подразумевает, что вблизи линии трехфазного 

контакта высота капли стремительно уменьшается и становится доступной 

действию поверхностных сил вплоть до уровня подложки, т.е. 

ограничимся изучением капель, геометрические характеристики профиля 

которых в начальный момент времени удовлетворяет условию 1<<
r
h  

(рис. 1). В этом случае давление в капле будет определяться равенством 

[10, 11]: 

( )h
x
hx

xx
PP Π−








∂
∂

∂
∂

−=
σ

0 ,                                      (1) 

где 0P  – давление газа, ( )hΠ  – изотерма расклинивающего давления. 

 
Рис. 1. К выводу уравнения растекания капли 

Отметим, что довольно часто ( )hΠ  имеет степенную зависимость [8, 

12] от h : 

( ) 2, ≥=Π n
h
Ah n ,                                              (2) 

где A – постоянная Гамакера. 
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Причем, выражение ( ) 2h
Ah =Π  характеризует электростатическую 

составляющую давления и учет шероховатостей подложки; соотношение  

( ) 3h
Ah =Π  соответствует дисперсионному взаимодействию жидких 

неполярных фаз на стекле или кварце; а изотерма ( ) 4h
Ah =Π  свойственна 

достаточно толстым пленкам как результат ослабления действия 

электромагнитных сил.  

Принимая во внимание (1) и (2), по аналогии с [9, 10], можем 

записать  
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xxt
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3 σµ
σ ,                    (3) 

где µ  – вязкость, Nn ∈ . 

Соотношение (3) представляет собой общее уравнение растекания 

капли по сухой подложке. Отметим, что при 0=A , т.е. в случае отсутствия 

расклинивающего давления, уравнение (3) переходит в известное 

уравнение растекания [9]. 

Вводя безразмерные переменные: ∗= ttt , ∗= hhh , ∗= xxx , где    

нижним индексом “∗” обозначены характерные значения времени, высоты 

и абсциссы, запишем (3) в виде: 
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где 13
3

3

<<=
∗

∗∗

h
Vx

σ

µ
α , α

σ
β <= +

∗

∗
1

2

nh
Anx . 

Требования 1<<α  и αβ < , гарантируют превосходство капилляр-

ных сил над вязкими, и в свою очередь, действие расклинивающего 

давления над капиллярными силами для абсцисс, при которых высота 

капли остается пока значительной. 
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Опуская для удобства записи обозначения безразмерных перемен-

ных, перепишем (4) в виде: 
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Зададим граничные условия: 

sdxxh
r

=∫
0

,                                                  (6) 

0
0

=
∂
∂

=xx
h ,                                                   (7) 

( ) 0
0

=
= txrh ,                                                  (8) 

где 0>= consts . 

Условия (6–8) представляют собой условия сохранения объема, 

симметрии профиля капли относительно вертикальной оси и обращения в 

ноль высоты жидкой пленки при ее растекании на линии трехфазного 

контакта. Здесь необходимо отметить, что при формулировке условия (6) 

для определения объема было принято соотношение ∗∗ ⋅⋅= hxV 22π . 

 

2. Построение приближенного аналитического решения задачи 
 

Очевидно, что нелинейное дифференциальное уравнение в частных 

производных четвертого порядка (5) не допускает построения точного 

аналитического решения, поэтому, на начальном этапе, применим для его 

исследования асимптотический метод. 

Положим 0== βα . В результате уравнение (5) примет вид: 

013 =
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. 

Интегрируя дважды последнее равенство и принимая во внимание 

(8), получим: 
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( )t
x
h

x
xx

Ψ=







∂
∂

∂
∂1 , 

где ( )tΨ  – произвольная функция интегрирования. 

Последнее равенство является неоднородным уравнением второго 

порядка параболического типа. Умножая обе его части на x , а затем, 

интегрируя, с учетом (7) будем иметь: 

( )t
x

x
h

Ψ=
∂
∂

2
. 

Интегрируя последнее равенство по x  в границах от x  до ( )txr 0= , 

находим:  

( ) ( ) ( )[ ]22
04

, xtx
t

txh −
Ψ

= . 

Пользуясь произвольностью выбора функции ( )tΨ , перепишем 

последнее равенство в виде: 

( ) ( ) ( )[ ]22
0

44, xtxtftxh −= ,                                      (9) 

где для удобства записи итоговых результатов положили ( ) ( )tft 416=Ψ . 

Далее, удовлетворяя (9) условию (6), будем иметь 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) stxtfrtfdxxtxxtf
r

===−∫ 4
0

44422
0

0

44 , 

откуда находим: 

( ) ( )tf
s

tx
4

0 = .                                                (10) 

Подставляя полученное значение для радиуса растекания капли (10) 

в (9), получим: 

( ) ( ) ( )[ ]tfxtftxh 222 14, −= .                                    (11) 

Заметим, что функцию ( )tfx ⋅=ξ  можно рассматривать как новую 

переменную, характеризующую геометрию профиля вблизи линии 
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трехфазного контакта, а параметр s  выбран равным единице, что не 

нарушает общности рассуждений. 

Полученное решение (11) определяет профиль капли в области 

апекса и соответствует требованию пологости капли как решение 

параболического уравнения. При этом равенство 1=ξ  соответствует 

линии трехфазного контакта. Решение (11) для 1<ξ  по отношению к 

исходной задаче принято называть внешним [13]. В целях его 

продолжения на оставшиеся значения аргумента, т.е. для нахождения 

внутреннего решения и согласования полученных решений необходимо 

определить функцию ( )tf . 

Для определения функции ( )tf  подставим выражение (11) в 

уравнение (5), предварительно определив производные от функции ( )txh , .  

Дифференцируя (11), будем иметь: 
( ) ( ) xtf
x

txh 48,
−=

∂
∂ ,                                         (12) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]tfxtftftfxtf
tt

txh 32422 284,
−′=−

∂
∂

=
∂

∂ .             (13) 

Из (5), принимая во внимание соотношения (12), (13), а также 

выражение (11), получим 
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Рассмотрим отдельно выражение, стоящее в квадратных скобках в 

правой части равенства (14). 

Имеем: 
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С учетом полученного равенства, (14) примет вид: 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
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tfxtftf
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Отсюда, в результате элементарных преобразований, будем иметь 

( ) ( ) ( )
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где 
β
α

γ = . 

Раскрывая скобки в правой части последнего равенства, перепишем 

(15) в виде: 
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32 222
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′
n

n
x

n

h
hhxhn

x
tftf

tfγ .                    (16) 

Дальнейшие исследования проведем для случая, когда изотерма 

расклинивающего давления определяется равенством ( ) 2h
Ah =Π , т.е. 2=n .  

Соотношение (16) при 2=n  принимает вид: 

( ) ( ) ( )tf
tf

xtf 2
1

2 2
2 =












−′γ .                                   (17) 

Разделяя переменные в уравнении (17), получим  
( )
( ) ( )tftf
tf

x 2
2

2
1

+
′

=
γ

.                                        (18) 

Из равенства (18) очевидно следует, что функции разных аргументов 

могут совпадать лишь в случае, когда каждая из частей равенства является 
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постоянной величиной. Таким образом, на основании (18), получаем 

однопараметрическое уравнение: 
( )
( ) ( )

λ
γ

=+
′ tftf
tf

22
1 .                                        (19) 

Нелинейное дифференциальное уравнение (19) будет иметь явные 

решения лишь при 0=λ . В этом случае (19), в результате элементарных 

преобразований примет вид: 

( )tf
df

dt 3

2
−=

γ
.                                             (20) 

Интегрируя (20), будем иметь: 

( ) ct
tf

+=
γ
41

2  

или  

( )
ct

tf
+

=
γ4
1 , 

где c  – постоянная интегрирования. 

Для определения c  положим в последнем равенстве 0=t . Принимая 

высоту безразмерной капли в апексе в начальный момент времени равной 

единице, с учетом (11) получим ( ) 5.00 =f . 

Таким образом, окончательно устанавливаем, что 

4=c . 

Следовательно, для ( )tf  будем иметь: 

( ) 2
1

1
2
1

−









+=

γ
t

tf .                                         (21) 

Из (10) и (21) находим: 

( ) 2
1

0 12 







+=

γ
t

tx ,                                          (22) 

где, как уже было отмечено выше, 1=s . 
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Для размерных переменных равенство (22) примет вид: 

( )
2
1

0 12 







+

⋅
=

∗
∗ t

t
xtx

γ
.                                      (23) 

Положив в (23) 0=t , получим: 

( ) ∗= xx 200 .                                                (24) 

Соотношение (24) устанавливает связь между радиусом растекания 

капли в начальный момент времени и нормализованным горизонтальным 

размером. 

Скорости растекания капли для размерных переменных определим 

из (23). В результате будем иметь: 

( )
2
1

0 1
−

∗∗

∗








+

⋅⋅
=

t
t

t
x

tx
γγ

& . 

Полагая здесь 0=t , приходим к равенству: 

( )
∗

∗

⋅
=

t
x

x
γ

00& . 

Считая, что в начальный момент времени значение ( )00x  согласно 

(24) имеет приращение ∗≈ x2 , а приращение по времени ∗≈ tdt , из 

последнего соотношения заключаем: 

2.0,
2
1

≈≈ ∗tγ .                                          (25) 

Следовательно, выражение (21) для ( )tf  может быть записано в виде: 

( ) ( ) 2
1

12
2
1 −+= ttf .                                          (26) 

Также могут быть преобразованы выражения для радиуса растекания 

капли в безразмерных (22): 

( ) ( )2
1

0 122 += ttx  

и размерных переменных (23): 
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( )
2
1

0 1
2

2 







+=

∗
∗ t

t
xtx .                                        (27) 

Абсолютно аналогично, принимая во внимание (26) и (11), получаем 

выражения для высоты капли в апексе для безразмерных:  

( ) ( ) ( ) 1
0 12,0 −+== tthth  

и размерных переменных: 

( )
1

0 1
2

−

∗
∗ 








+=

t
t

hth .                                          (28) 

Из (27), (28) следует, что выбор нормализующих параметров ∗x , ∗h  

равносилен заданию геометрических параметров размерной капли 0x  и 0h  

в начальный момент времени 0=t , определение которых для натурных 

экспериментов также может быть определено на основе методов 

математического моделирования [14, 15]. И, наоборот, при априори 

известных ( )00x  и ( )0,0h  переход к безразмерным параметрам должен 

осуществляться по соответствующим характерным значениям длины ∗x , 

высоты ∗h  и времени ∗t .  

При этом функция ( )txh , , принимая во внимание (11) и (21), 

окончательно, для случая безразмерных переменных, примет вид: 

( ) ( )











+
−

+
=

γ
γ

γ
γ

t
x

t
txh

4
1,

2

. 

 

Заключение 

Полученные результаты учитывают большинство параметров 

системы и позволяют проводить более глубокий анализ кинетики 

процесса. Кроме того, установленные зависимости для функций, 

описывающих профиль капли и радиус ее растекания, хорошо согласуются 

с результатами аналогичных исследований [10, 16-19].  
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