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Введение. 

 В работе [1] рассматривается задача о хрупком разрушении пласти-

ны под действием главных напряжений 1P  и 2P  при образовании в ней 

изолированного дефекта в форме «узкой» выточки с полуосями a, ( )ab , 

ab << . При этом конформное отображение внешности единичного круга 

на плоскость с дефектом в форме выточки определяется дробно-

рациональной функцией. Макроскопический критерий хрупкого разруше-

ния (предельная кривая), а так же ориентация такой формы изолированно-
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го дефекта идентичны случаю, рассмотренному в работах [2-3], где в каче-

стве модели дефекта принимается «узкий» эллипс.  

 В настоящей работе получена предельная кривая при образовании 

дефекта в форме выточки, когда конформное отображение внешности еди-

ничного круга на плоскость с дефектом в форме выточки задаётся отрез-

ком степенного ряда. В этом случае задача о вычислении высвобождаю-

щейся внутренней энергии, входящей в условие хрупкого разрушения [2-3] 

эффективно решается, следуя подходу, изложенному в работе [4]. При 

этом вычисление высвобождающейся внутренней энергии приводит к бо-

лее простым выкладкам, чем в случае [1], а предельная кривая имеет вид, 

идентичный [1-3] и аналогично определяется ориентация трещины. Отсю-

да можно полагать, что форма и геометрические свойства «достаточно уз-

кого» изолированного дефекта не влияют (в рамках предложенной модели) 

на величины критических нагрузок, необходимых для его развития. 

 

1. Постановка задачи. 

 

Пусть тело, занимающее односвязную область до образования в нём 

изолированного дефекта, находится в однородном напряжённо-

деформированном состоянии под действием главных напряжений 1P  и 2P . 

Будем считать, что при образовании дефекта тело деформируется теми же 

напряжениями, приложенными вдали от дефекта (теоретически на беско-

нечности). 

Рассмотрим плоскость D, ослабленную криволинейным отверстием с 

контуром Σ , когда на бесконечности действуют во взаимноперпендику-

лярных направлениях напряжения 1P  и 2P , и напряжение 1P  составляет с 

осью ox угол α . При этом на контуре дефекта Σ  внешние напряжения 

равны нулю. В плоскоских задачах теории упругости компоненты тензора 
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напряжений и вектора перемещений определяются двумя функциями ( )zϕ  

и ( )zψ  комплексного переменного z и их производными [5]: 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )zzzziuu

zzzi

zz

ψϕχϕµ
ϕϕσσσ

ϕϕσσ

−′−=+
′+′′=+−

′+′=+

21

121122

2211

2

22

2
 (1.1) 

где ( )νµ −= 12 E , νχ 43−=  для плоской деформации и ( ) ( )ννχ +−= 13  

для плоского напряжённого состояния, E- модуль упругости, ν - коэффи-

циент Пуассона. 

Задача об определении напряжённо-деформированного состояния 

плоскости D сводится [5] к нахождению функций ( )z1ϕ  и ( )z1ψ  (комплекс-

ных потенциалов) удовлетворяющих условиям  

( ) ( ) ( ) Σ∈=+′+ zzzzz  ,0111 ψϕϕ  (1.2) 

или в сопряжённой форме 

( ) ( ) ( ) Σ∈+′+ zzzzz  ,111 ψϕϕ  (1.3) 

и функции  ( )z1ϕ  и ( )z1ψ  имеют вид [3]: 

( ) ( )
( ) ( )zzГz

zГzz
0

1

0
1

ψψ
ϕϕ

+′=
+=

 (1.4) 

здесь ( )214

1
PPГ += , ( ) αiePPГ 2

212

1 −−−=′ , ( )z0ϕ , ( )z0ψ - голоморфные в 

области D функции, включая и бесконечно удалённую точку. 

2. Вычисление комплексных потенциалов. 

 

Рассмотрим случай когда конформное отображение является отрезком 

степенного ряда. Тогда 

( ) 







+= ∑

=

−
N

l

l
lcR

1

1ξξξω  (2.1) 

Здесь R -параметр, независящий от переменной ξ . 
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 Если на контуре Σ  имеются угловые точки возврата, в решении воз-

никает особенность, которую можно целиком отнести к функции ( )ξψ  [6-

7]. (Функция ( )ξψ  имеет соответствующие угловым точкам контура Σ  по-

люса 1-го порядка в точках единичной окружности 1=ξ ). Поскольку 

функция ( )ξω  определена выражением (1.5), комплексные потенциалы 

( )ξϕ1  и ( )ξψ1 , задаваемые равенством (1.4) можно представить в виде [6-

7]: 

( )

( ) ∑

∑
∞

=

−

=

−

+′=

+=

1

1
1

1

1
1

l

l
l

N

l

l
l

bГR

aRГ

ξξξψ

ξξξϕ
 (2.2) 

 

( ) ( )
( ) ( )ξψξξψ

ξϕξξϕ
0

1

0
1

+′=
+=

ГR

RГ
 (2.3) 

 Из граничного условия (2.2) следует равенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σϕσωσωσϕσωσψ ′−′−=′ 111  (2.4) 

Подставляя в равенство (2.4) выражение (2.2) и приравнивая коэффициен-

ты при одинаковых положительных степенях σ  в обеих частях равенства, 

с учётом условия ( ) 00
1 =∞ψ  ( )01 =b  [5], получаем систему линейных ал-

гебраических уравнений для нахождения коэффициентов la , определяю-

щих функцию ( )ξϕ1  

( ) ( )∑ ∑
−

=

−

=
++ =+−+−+

pN

l

pN

l
pplplpllp DcRГaclacla

1 1

11  (2.5) 

Здесь 




==′−
≠

=
NppГR

p
Dp ,,12

2,0

K

 

 Функцию ( )ξψ1  можно найти и не прибегая к сравнению коэффици-

ентов перед одинаковыми степенями σ (см., например, [7]). 
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 Умножая обе части равенства (2.5) на 
ξσπ −

1

2

1

i
, где ξ  точка вне 

единичной окружности ω  и интегрируя это соотношение по ω  получаем: 

( ) ( ) ( ) ( )ξϕ
ξ

ωξω
ξ

ϕξψξω ′







−′






−=′ 111
11

 

откуда 

( ) ( )
( ) ( )ξϕ
ξω
ξω

ξ
ϕξψ ′

′
−






−= 111
1

 

 

3. Вычисление интегралов внутренней энергии. 

 

Покажем, что полученное решение может быть использовано для эф-

фективного вычисления интегралов внутренней энергии 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
Σ Σ

Σ−+=Σ−= γδασγ dsnukTdsnuUW jijijiij
1

100
10

2
1

,  2,1,, =ji  (3.1) 

Входящих в энергетическое условие хрупкого разрушения [1-3] 

0=
da

dW
 (3.2) 

В выражении (3.1) Σ−= γUW - полная энергия тела при образовании в 

нём новой поверхности Σ  (и площади Σ ), )1()0( UUU −= - высвобождаю-

щаяся внутренняя энергия, )0(U  и )1(U - внутренняя энергия тела без дефек-

та и с дефектом соответственно, Σγ - внутренняя энергия, затраченная на 

образование новой поверхности дефекта  )0(, ijσΣ - компоненты тензора 

напряжений в пластине без дефекта, jn -компоненты вектора внешней 

нормали к области, ограниченной контуром )1(, iuΣ  - компоненты вектора 

напряжения в пластине с дефектом, 0α  -линейный коэффициент теплового 

расширения, 0T - абсолютная температура, ijδ -символ Кронекера, 
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( )ν−= 11 Ek - для плоского напряжённого состояния,  ( )ν211 −= Ek -для 

плоской деформации, E - модуль упругости, ν - коэффициент Пуассона. 

Первое слагаемое в выражении (3.1)  представляет потенциальную со-

ставляющую, а второе энтропийную составляющую высвобождающейся 

внутренней энергии. 

Используя равенства (1.1) и граничное условие (1.2), (1.3) комплекс-

ное представление интегралов (3.1) имеет вид [1-3] 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]( )

( ) ( )










+−

−












′+′−′+′′+−=

∫

∫

Σ

Σ

dzzi
kT

dzzzzzzzz
i

U

1
100

001001

Re
2

1

1
Re

4

1

ϕ
µ
χα

ϕϕϕψϕϕ
µ

χ

 
 

(3.3) 

C учётом функций ( ) Гzz =0ϕ , ( ) zГz ′=0ψ , определяющих однородное 

напряжённо-деформированное состояние пластинки без дефекта, из выра-

жения (3.3) получим 

( ) ( )( )

( ) ( )










+−

−












′−+−=

∫

∫

Σ

Σ

dzzi
kT

dzzГzГiU

1
100

11

Re
2

1

2Re
4

1

ϕ
µ
χα

ϕϕ
µ

χ

 (3.4) 

Заметим, что для вычисления высвобождающейся внутренней энергии 

U по формуле (3.4) достаточно определить функцию ( )z1ϕ  из решения за-

дачи о бесконечной плоскости, ослабленной отверстием, когда на беско-

нечности заданы напряжения 1P  и 2P , а контур отверстия свободен от 

внешних напряжений. 

Пусть функция ( )ξω=z - конформное отображает внешность единич-

ного круга Ω  на внешность контура Σ . Переходя в интегралах (3.4) к но-

вой переменной, получаем: 
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )












′+−

−












′′−+−=

∫

∫

Ω

Ω

σσωσϕ
µ

χα

σσωσϕσϕ
µ

χ

di
kT

dГГiU

1
100

11

Re
2

1

2Re
4

1

 (3.5) 

Здесь Θ= ieσ , π20 ≤Θ≤ - производная точка единичной окружности Ω . 

Если отображение ( )ξω=z  задаётся отрезком степенного ряда (2.1) то с 

учётом выражения (2.4) имеем: 

( )

( )

( ) ( )








−=′

+=

+=

∑

∑

∑

−

=

+−
+

=

−

=

−

1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1

N

l

l
l

N

l

l
l

N

l

l
l

lcR

aRГ

aRГ

σσω

σ
σ

σϕ

σσσϕ

 (3. 6) 

 Из выражений (3.6) следует, что подынтегральные функции в инте-

гралах (3.5) регулярны в области 1≤σ , как функции комплексной пере-

менной σ , за исключением полюса в точке 0=σ . Поэтому интегралы (3.5) 

могут быть вычислены при помощи вычетов. Подставляя равенства (3.6) в 

выражение (3.5) и, вычисляя интегралы внутренней энергии, получаем: 

( ) ( )

( )






















−+−

−






















−−−′+−=

∑

∑
−

=
++

−

=
++

1

1
11

100

1

1
1122

Re
1

2Re
2

1

N

l
ll

N

l
ll

RГcalR
kT

calRГГRRГcaRГU

µ
πχα

µ
πχ

 (3.7) 

Коэффициенты la , определяющие функцию ( )σϕ1 , входящие в вы-

ражение для внутренней энергии (3.7) находятся из решения системы ли-

нейных алгебраических уравнений (2.6). 

Пусть параметрическое уравнение контура Σ  имеет вид: 
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( )






 −=






 +−=

θθ

θθ

3sin
3

sin

3cos
3

cos2

t
tRy

t
tRx

 (3.8) 

где πθ 20 ≤≤ ; 
ε

ε
+

=
2

3
t ; ( )ε+= 2

4

a
R ; 

a

b=ε ; 

a, b –характерные размеры дефекта. 

 

Рис.1 

 

Функция, конформно отображающая внешность единичной окруж-

ности на внешность контура (3.8) имеет вид: 

( ) 







+−+=

3

1
3

1
1

ξξ
ξω t

tR  (3.9) 

Поскольку выражение (3.9) является отрезком степенного ряда, ко-

эффициенты la  для функции 

( ) ∑
=

−+=
N

l

l
laRГ

1

1
1 ξξξϕ  

находятся из решения системы (2.5). С учётом выражения (3.9)  
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01 =c , tc −=12 , 03 =c , 
34
t

c =  (3.10) 

Решая систему (2.5) находим  

 

( )( )[ ]

Г
Rt

a

a

ГttГГt
t

R
a

a

3

0

3193
9

0

4

3

2
22

1

−=

=

+−+′+′
−

−=

=

 (3.11) 

Подставляя выражения (3.10), (3.11) в формулу (3.7) получим: 

( ) ( )( ) == aaaUU αε ,,  

( ) ( ) ( )[ ( ){ −++++−+
+

+= 43342
1

2

3262222
1512

1 εεεεεε
εµ

πχ
P

a
 

( )( ) ( ) ]−+++−− αεεαεε 4cos22cos218 422  

( ) ( ) ( )[ ]αεεεεεεε 4cos2326222 3433
21 ++−+−+− PP  

( ) ( )[ ( ) +++++−++ 43342
2 3262222 εεεεεεP  

( )( ) ( ) ]}++++−+ αεεαεε 4cos22cos218 422  

( ) ( ) ( ) ( )[{ ++++−+
+

++ εεεεε
εµ

πχα
27222

1128

1 334
1

2
100 P

akT
 

( )( ) ]++−−+ αεεε 2cos2143 224  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]}αεεεεεεεε 2cos214327222 224334
2 +−+++++−++ P  

 

(3.12) 

Пологая в равенстве (3.12) 1=ε , получаем выражение (3.7) для высвобож-

дающейся внутренней энергии при образовании изолированного внутрен-

него дефекта в виде математического разреза [1-3]. 

 Очевидно, что в этом случае высвобождающаяся внутренняя энергия 

вычисляется значительно проще, чем в случае [1], и выражение (3.12) по 

сравнению с аналогичным выражением [1]  имеет более простой вид. 
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4. Макроскопический критерий хрупкого разрушения при образо-

вании изолированного дефекта в виде выточки. 

 

Состояние тела, при котором распространение дефекта (трещины) 

возможно, называется предельным состоянием равновесия, а условие 

наступления такого предельного состояния называют макроскопическим 

критерием разрушения. В случае однократного статического нагружения 

это энергетическое условие (3.2). При дополнительных предположениях о 

форме и расположении дефекта из условия (3.2) следует макроскопический 

критерий хрупкого разрушения в виде: 

( ) 0,,,,,, 0021 =∗aTEPPF αν  (4.1) 

который представляет предельную кривую в пространстве главных напря-

жений 1P  и 2P , определяющую все те комбинации пределов прочности, 

при которых возможно распространение дефекта с характеризующим его 

размером ∗a . 

Дифференцируя выражения (3.12) по a в соответствии с условием 

(3.2) при 12 <<ε , получаем: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) −
+

+′++








+
+′+−+= α

ε
εε

ε
εε

µ
πχ

4cos
21

31

21

31942

64

1 2
1

bb
Pa

da

dW
 

( )( ) −
′−′−−′

+
− αααεαα

ε
ε

2sin42cos3424sin
21

4 aba  

( )( ) ( ) +




 ′
+

−
+

+′++
+

+′+− αα
ε

εα
ε

εε
ε

εε
4sin

21
44cos

21

31

21

312
2 21 a

bb
PP  

( ) ( )( ) ( )


 −
+

+′++
+

+′+−+ α
ε

εε
ε

εε
4cos

21

31

21

319422
2

bb
P  

( )( ) +





′−′−+′
+

− αααεαα
ε

ε
2sin42cos3424sin

21
4 aba  

(4.2) 
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( ) ( )[ ]{ +′+′−−++ αααε
µ

πχα
2sin42cos344

16

1
1

100 abPa
kT

 

( )[ ]} ( ) ( )( ) 02sin42cos3442 =Σ−′+′−− aa
da

d
abP γαααε  

В силу изотропии [1-3] необходимо потребовать выполнение условия 

αεαα 2cos
4

3
12sin 







 ′−=′ ba  (4.3) 

 С учётом равенства (4.3) после преобразований запишем условие 

(4.2) в виде: 

−+ 2
2

2
1 PP  

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) +

′−+′+++′+−
′−+′+++′+− 214sin44cos3131942

4sin44cos31312
2 PP

abb

abb

ααεαεεεε
ααεαεεεε

 

( ) ( )( ) ( )( ) ×
′−+′+++′+−

++
ααεαεεεε

ε
4sin44cos3131942

21

abb
 

( ) ( ) 0
1

256
16 21100 =









+
−+×

a
PPkT

γ
πχ

µα  

(4.4) 

здесь ( ) aa 4≅Σ ; ( ) consta =≡ γγ . 

 Тогда при constaa == ∗  из выражений (4.4) получим макроскопиче-

ский критерий хрупкого разрушения (1.1) (предельную кривую) в про-

странстве главных напряжений 1P  и 2P  при однократном статическом 

нагружении: 

+−+ ∗ 21
2

2
2

1 2 PPPP ν  

( ) ( )( ) ( )( ) ×














′−+′+++′+−
+−+

∗=
∗

aaabb ααεαεεεε
εν

4sin44cos3131942
36

1

 

( ) ( ) 0
1

32
2 21100 =









+
−+×

∗a
PPkT

γ
πχ

µα  

(4.5

) 

здесь обозначено 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ααεαεεεε

ααεαεεεεν
′−+′+++′+−

′−+′+++′+=
4sin44cos3131942

4sin44cos31312

abb

abb
a  

( )∗∗ = aνν  

 Условие (4.3) при 1<<′εb  имеет вид 

ααα 2cos2sin =′a  (4.6) 

 Выражение (4.6) совпадает условием, полученным в работах [1-3]. 

Из равенства (4.6) следует, что независимо от комбинации критических 

напряжений 1P  и 2P , соответствующих точкам, лежащим на кривой разру-

шения (4.5) трещина всегда будет ориентирована или перпендикулярно к 

линии действия растягивающего напряжения или вдоль сжимающего 

напряжения, т.е. величина ( )∗aα  всегда принимает одно из двух значений 

либо 0,   либо 
2

π
 [1-3]. 

 Оценим выражение 

( ) ( )( ) ( )( ) ααεαεεεε
ε

′−+′+++′+− 4sin44cos3131942

36

abb
 (4.7) 

При ∗= aa  выражение (4.7) имеет вид  

εε
ε

bb ′+′+− 93178

36
 

 Пусть 0≥′b , т.е. трещина раскрывается при развитии. Выражение 

093178 ≥′+′+− εε bb  при 
17

8<ε . 

Тогда  

ε
ε

εε
ε

178

36

93178

36
0

−
≤

′+′+−
≤

bb
 (4.8) 

В силу оценки (4.8) критерий (4.5) с точностью до величин порядка ε  име-

ет вид: 

( )( ) ( )
( ) ∗

∗
∗∗ +

−−+−+−+
a

PPkTPPPP
γ

πχ
νµναν

1

132
122 2110021

2
2

2
1  (4.9) 
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Из выражения (4.5) находим, что при 
17

8<ε , 10 ≤≤ ∗ν . 

При одних и тех же значениях величины ∗ν  выражение (4.9) совпадает с 

критерием, полученным в работах [1-3].  

При таком предположении геометрические свойства и форма «доста-

точно узкого» дефекта не влияют на величины критических нагрузок, не-

обходимых для начала его развития. 

 

Литература 
1. Дунаев В.И., Георгияди В.Г., Молдаванов С.Ю., Лозовой С.Б. Макроскопиче-

ский критерий хрупкого разрушения при образовании изолированной раскрывающейся 
трещины. // Экологический вестник научных центров ЧЭС. 2013 №3. С. 38-45. 

2. Дунаев И.М., Дунаев В.И. Об энергетическом условии разрушения твёрдых 
тел. //  Доклады РАН. 2000 Т.372. №1. С. 43-45. 

3. Дунаев И.М., Дунаев В.И. Энергетическое условие разрушения твёрдых тел. //  
Механика твёрдого тела. М.: 2003. №6. с. 69-81. 

4. Дунаев В.И. Об одном методе вычисления высвобождающейся внутренней 
энергии при образовании изолированного дефекта. // Экологический вестник научных 
центров ЧЭС. 2008 №1. С. 14-19. 

5. Мусхелишвили Н.И. Некоторые основные задачи математической теории 
упругости. М.: Наука, 1966. 707 с. 

6. Белоносов С.М. Основные плоские статические задачи для односвязных и 
двухсвязных областей. Новосибирск: Изд-во СО АН СССР, 1962. 231 с. 

7. Каминский А.А. Хрупкое разрушение вблизи отверстий. Киев: Наукова дум-
ка, 1982. 157 с. 

 
References 

 
1. Dunaev V.I., Georgijadi V.G., Moldavanov S.Ju., Lozovoj S.B. Makroskopicheskij 

kriterij hrupkogo razrushenija pri obrazovanii izolirovannoj raskryvajushhejsja treshhiny. // 
Jekologicheskij vestnik nauchnyh centrov ChJeS. 2013 №3. S. 38-45. 

2. Dunaev I.M., Dunaev V.I. Ob jenergeticheskom uslovii razrushenija tvjordyh tel. //  
Doklady RAN. 2000 T.372. №1. S. 43-45. 

3. Dunaev I.M., Dunaev V.I. Jenergeticheskoe uslovie razrushenija tvjordyh tel. //  
Mehanika tvjordogo tela. M.: 2003. №6. s. 69-81. 

4. Dunaev V.I. Ob odnom metode vychislenija vysvobozhdajushhejsja vnutrennej 
jenergii pri obrazovanii izolirovannogo defekta. // Jekologicheskij vestnik nauchnyh centrov 
ChJeS. 2008 №1. S. 14-19. 

5. Mushelishvili N.I. Nekotorye osnovnye zadachi matematicheskoj teorii uprugosti. 
M.: Nauka, 1966. 707 s. 

6. Belonosov S.M. Osnovnye ploskie staticheskie zadachi dlja odnosvjaznyh i 
dvuhsvjaznyh oblastej. Novosibirsk: Izd-vo SO AN SSSR, 1962. 231 s. 

7. Kaminskij A.A. Hrupkoe razrushenie vblizi otverstij. Kiev: Naukova dumka, 1982. 
157 s. 


